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Our purpose is to trace a contour in the form of a polygon. In this research, we use a bicubic spline 
function for interpolation of the elevation data on a grid. We construct the polygon as a data consisting 
of ordered contour points on sides of the grid. The contour enters a cell at an entry point and goes out at 
an exit point on its sides. The polygon is formed connecting these points. A problem occurs as to which 
two points should be connected when a cell of the grid has more than two contour points on its sides. As 
a solution, we view the bicubic spline function as a univariate cubic function with a parameter. From 
this perspective, we identify the exit point examining the behavior of the real roots of the cubic equation 
for the contour. Our method enables us to faithfully trace the contour of bicubic spline functions. 
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となる．ここで，x は位置座標，k  1 は多項式スプライ
ン関数の次数，i は基底関数の位置を示す指数である．パ




おいて k = 4 とする．二つの変数 x, y について，基底関数
のテンソル積をとることにより，双三次スプライン関数
の基底関数を生成する．すなわち，二次元 B スプライン
の基底関数は，M4,i(x) M4,j(y) (i=1, ,m; j=1, ,n)となる．
(i, j)番目の格子点の座標を(xi, yj) = ((i  1)𝛿, (j  1)𝛿)とお
く．そして，M4,i(x)の節点を li = xi+l (l = 0, , k)とし，
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と表される．ただし，    
2
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となる．ただし，式(4)において xi = 𝑥𝑖
′ −b/3a (i = 1, 2, 3)
である[6]． 
 
D < 0 の場合，方程式(4)は，一実根と二虚根をもつ． 
D > 0 の場合は，Im(U) > 0 すなわち 0 < Arg(U) < 𝜋であ
るので，uと u ， u
2
 の偏角の範囲は，それぞれ 0 < Arg(u) 
< 𝜋/3，2𝜋/3 < Arg( u ) < 𝜋，4𝜋/3 < Arg( 2 u) < 5𝜋/3 であ
図 1. 異なる三実根 (D > 0) 
ることが図 1 よりわかる．したがって，異なる三実根 x1 < 
x2 < x3 が得られる．xiの添え字 i は，左から数えた実根の
順序と一致する． 
D = 0 の場合，式(9)より U = V =  q/2 となる．そして
q < 0 のとき， x3が単根となり，x1と x2が重根となる．
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を考える．方程式(12)の四つの係数は，0 < t < 1 の連続関
数である．方程式(12)の s の根を s1(t)，s2(t)，s3(t) により
表し，それぞれは，式(4)の x1，x2，x3 と対応する．そし
て，q と D もまた，0 < t < 1 でパラメータ付けされる．
根の挙動は，次のように分類される． 
(i) D(t) < 0 の場合，0 < t < 1 で一実根と二虚根となる． 
(ii) D(t) > 0 の場合，0 < t < 1 で異なる三実根 s1(t) < s2(t) 
< s3(t)を得る． 
さらに，三実根の例外的な挙動について調べる． 
(iii) t = td で D(t) = 0 となる場合，U(td) = V(td) =  q(td)/2 
となり，方程式(12)は重根をもつ．さらに，q(td) < 0 の場
合は，(ii) における s3(td) が単根となり，s1(td)と s2(td)が
合流し重根となる．一方，q(td) > 0 の場合は，s1(td) が単
根となり，s2(td) と s3(td) が合流し重根となる． 
(iv) t = ta で a(t) = 0 となる場合，方程式(12)は二次方程





 tartbrtcrtd  (13) 
 
を得る．a(ta) = 0 なので，(ii) の場合における方程式(13)
の一つの根𝜀(t) は，t が ta に近づくにつれ，0 に近づく．
方程式(13)の根 α(t)，β(t)，𝜀(t) は，次の関係 
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をもつ．0 < |𝜀(t)| << 1 を考慮し，式(15)と(16)より α(t)β(t) ≃ 
b(t)/d(t) と 𝜀(t) ≃  a(t)/b(t)を得る．そして a(t)b(t) > 0 の
場合，𝜀(t) < 0 となる．t が ta に近づくとき，方程式(12)
の最も小さい根は，s1(t) = 1/𝜀(t)→  ∞ (t → ta)を満たす．
一方，a(t)b(t) < 0 の場合は，𝜀(t) > 0 となる．そして方程




























るたびに，表 1 に明示されているような，(x, y)から(s, t)
という標高関数の座標変換を行う．注目する格子セルを(i, 
j)-セルとするとき，その範囲は，{(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2|(𝑖 − 1)𝛿 ≤ 𝑥 ≤
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と表される．式(17)の各係数は，t の高々3 次多項式であ
る．(i, j)-セルの領域は，{(𝑠, 𝑡) ∈ ℝ2|0 ≤ 𝑠 ≤ 1, 0 ≤ 𝑡 ≤ 1}によ
り再定義される．ここで，fij(s, t) = hij(s, t) h0とおく．(i, j)-
セル内における標高 h0の等高線は， 
 









南 x/𝛿  i+1 y/𝛿  j+1 
西 j  y/𝛿 x/𝛿  i+1 
北 i  x/𝛿 j  y/𝛿 







a) D(t) < 0 (𝟎 ≤ 𝒕 ≤ 𝟏)の場合 
図 2 のように，格子セルの辺上に存在する等高点の中
で，最も小さい t をもつものを，出口点として選択する． 









𝑓(𝑥) = (𝑥 − 𝛼)(𝑥 − 𝛽)(𝑥 − 𝛾), (𝛼 < 𝛽 < 𝛾), 
を考える．この関数に対し，微分を施すと， 
𝑓′(𝑥) = (𝑥 − 𝛽)(𝑥 − 𝛾) + (𝑥 − 𝛼)(𝑥 − 𝛾) + (𝑥 − 𝛼)(𝑥 − 𝛽) , 




表 2. 三実根の順序の特定 
導関数 𝜶 𝜷 𝜸 
𝑓′(𝑥) + − + 





ルを(i, j)番目セルと仮定し，破線は，方程式 hij(s, t)  h0 = 0
により決まる等高線を表すとする．0 < t < 1 において，方
程式 hij(s, t) h0 = 0 は，三実根をもつ．これらの順序を，
−∞< s <+∞の範囲で左から数える．点 A は，t = 0 のとき
二番目の実根であり，点 D は t = 1 のときの二番目の実根
である．したがって，二番目の解曲線により表される等
高線は，点 A から右側セルに侵入し，点 D を通りセルか
ら出ていく．同様に，三番目の解曲線により表される等
高線は，点 B から右側セルに侵入し，点 C を通りセルか
ら出ていく．つまり，等高線のポリゴンの作成において，
点 A の次には点 D が追加される．別の等高線のポリゴン
では，点 B の次に点 C が追加される． 
c) D(td) = 0 となる解 td (0 < td < 1)が存在する場合 
出口点の選択方法は，𝐷′(𝑡𝑑)と q(td)の符号によって変わ
る． 
(i) 𝐷′(𝑡𝑑) < 0 かつ q(td) > 0 の場合 




最小の t をもつ等高点を出口点とする． 
図 5 に示すように，入口点の根の順番が 2(3)番のとき，
t < tdにおいて根の順番が 2(3)番となる等高点の中で，最
小の t をもつ等高点が存在する場合に，その点を出口点と
する．そのような等高点が存在しない場合には，t < tdに
おいて最大の t をもち，根の順番が 3(2)番となる等高点を
出口点とする． 
 
図 2. D(t) < 0 の場合 
図 3. 実根の順序による等高点の選択 
 (ii) 𝐷′(𝑡𝑑) < 0 かつ q(td) < 0 の場合 
入口点の根の順番が 3 番のとき，t < tdにおいて根の順
番が 3 番となる等高点の中で，最小の t をもつ等高点が存
在する場合に，その点を出口点とする．そのような等高
点が存在しない場合には，図 6 のように，t > tdにおいて
最小の t をもつ等高点を出口点とする． 
入口点の根の順番が 1(2)番のとき，t < tdにおいて根の
順番が 1(2)番となる等高点の中で，最小の t をもつ等高点
が存在する場合に，その点を出口点とする．そのような
等高点が存在しない場合には，t < tdにおいて最大の t を
もち，根の順番が 2(1)番となる等高点を出口点とする． 
 
(iii) 𝐷′(𝑡𝑑) > 0 かつ q(td) > 0 の場合 
入口点以外の等高点の中で，t < tdにおいて最小の t を
もつ等高点が存在する場合に，その点を出口点とする．
そのような等高点が存在しない場合には，t > tdにおいて
最小の t をもち，根の順番が 1 番となる等高点を出口点と
する． 
(iv) 𝐷′(𝑡𝑑) > 0 かつ q(td) < 0 の場合 
入口点以外の等高点の中で，t < tdにおいて最小の t を
もつ等高点が存在する場合に，その点を出口点とする．
そのような等高点が存在しない場合には，t > tdにおいて
最小の t をもち，根の順番が 3 番となる等高点を出口点と
する． 
d) a(ta) = 0 の解 ta (0 < ta < 1)が存在する場合 
出口点の選択方法は，𝑎′(𝑡𝑎)𝑏(𝑡𝑎)と D(t)の符号によって
変わる． 
(i) D(t) < 0 (0 < t < 1)の場合 
入口点以外の等高点の中で，t < taにおいて最小の t を
もつ等高点が存在する場合に，その点を出口点とする． 
(ii) 𝑎′(𝑡𝑎)𝑏(𝑡𝑎) > 0 かつ D(t) > 0 (0 < t < 1)の場合 




小の t をもち，根の順番が 2(3)番となる等高点を出口点と
する． 
図 8 に示すように，入口点の根の順番が 3 番のとき，
図 8.  𝒂′(𝒕𝒂)𝒃(𝒕𝒂) > 0かつD(t) > 0, 入口点の根の
順序が 3 番の場合 
図 7.  𝒂′(𝒕𝒂)𝒃(𝒕𝒂) > 0 かつ D(t) > 0, 入口点の根の
順序が 1 番の場合 
図 5.  𝑫′(𝒕𝒅) < 0 かつ q(td) > 0, 入口点の 
根の順序が 2 番の場合 
図 4.  𝑫′(𝒕𝒅) < 0 かつ q(td) > 0, 入口点の 
根の順序が 1 番の場合 
図 6. 𝑫′(𝒕𝒅) < 0 かつ q(td) > 0, 入口点の 
根の順序が 1 番の場合 
t < ta において根の順番が 3 番となる等高点の中で，最小
の t をもつ等高点が存在する場合に，その点を出口点とす
る． 
(iii) 𝑎′(𝑡𝑎)𝑏(𝑡𝑎) < 0 かつ D(t) > 0 (0 < t < 1)の場合 
入口点の根の順番が 2(3)番のとき，t < taにおいて根の
順番が 2(3)番となる等高点の中で，最小の t をもつ等高点
が存在する場合に，その点を出口点とする．そのような
等高点が存在しない場合には，t > ta において最小の t を
もち，根の順番が 1(2)番となる等高点を出口点とする． 
入口点の根の順番が 1 番のとき，t < ta において根の順
番が 1 番となる等高点の中で，最小の t をもつ等高点が存
在する場合に，その点を出口点とする． 
e) D(td) = 0 と a(ta) = 0 となる解 td, taが存在する場合 
tdと taの大小関係による順番に従って，c)と d)の手続き
をおこなう．一般に，D(t) = 0 または a(t) = 0 となる t が
0 < t < 1 において，複数存在する場合は，それぞれの手続
きを適切に複合させて実行する． 
たとえば，D(td) = 0 と a(ta) = 0 となる解 td, taが一つずつ
存在する格子セルを考える．このとき，格子セルは，
𝑎′(𝑡𝑎)𝑏(𝑡𝑎) > 0 かつ D(t) > 0 (0 < t < td)であり，𝐷
′(𝑡𝑑) < 0
かつ q(td) < 0 とする．この場合，実行すべき手続きは，
d)-(ii) と c)-(ii) を複合させたものになる． 
図 9 のように，根の順番が 1 番の入口点を考える．ま
ず，d)-(ii) の手続きをおこなう．0 < t < taにおいて根の順
番が 1 番となる等高点の中で，最小の t をもつ等高点が存
在しない．したがって，入口点を含む解関数は，ta < t < td
において根の順番が 2 番となる解関数に接続される．次
に，c)-(ii) の手続きをおこなう．いま，t > taにおいて，
根の順番が 2 番となる解関数に接続されており，入口点
の根の順番を 2 番とみなす．入口点の根の順番が 2 番の
とき，ta < t < tdにおいて根の順番が 2 番となる等高点の中
で，最小の t をもつ等高点が存在する場合に，その点を出
口点とするが，そのような等高点が存在しない．したが
って，ta < t < tdにおいて最大の t をもち，根の順番が 1 番
となる等高点を出口点とする． 
図 10 のように，根の順番が 2 番の入口点を考える．ま
ず，d)-(ii) の手続きをおこなう．0 < t < taにおいて根の順
番が 2 番となる等高点の中で，最小の t をもつ等高点が存
在しない．したがって，入口点を含む解関数は，ta < t < td
において根の順番が 3 番となる解関数に接続される．次
に，c)-(ii) の手続きをおこなう．いま，t > taにおいて，
根の順番が 3 番となる解関数に接続されており，入口点
の根の順番を 3 番とみなす．入口点の根の順番が 3 番の
とき，ta < t < tdにおいて根の順番が 3 番となる等高点の中
で，最小の t をもつ等高点が存在する場合に，その点を出
口点とするが，そのような等高点が存在しない．したが
って，t > tdにおいて最小の t をもつ等高点を出口点とす
る． 
図 11 のように，根の順番が 3 番の入口点を考える．ま
ず，d)-(ii) の手続きをおこなう．0 < t < taにおいて根の順











図 9. 𝐝) − (𝐢𝐢)かつ入口点の根の順序が 1 番の場合，
𝐜) − (𝐢𝐢)かつ入口点の根の順序が 2 番の場合 
図 10. 𝐝) − (𝐢𝐢)かつ入口点の根の順序が 2 番の場
合，𝐜) − (𝐢𝐢)かつ入口点の根の順序が 3 番の場合 








ベクトルが s 方向に向いている場合，今のセルに t 方向に
隣接する格子セルが次のセルとなる．勾配ベクトルの方












れぞれ 200 等分して得られる各区域，つまり 2 万 5 千分 1
地形図上で約 2mm 2mmの中心の標高が記録されている．
標高値の間隔は，緯度つまり南北方向で 1.5 秒，経度つま














を扱う．屋久島の最高標高値は 1935m である． 
提案手法におけるステップ(i)のために，m = 498，n = 598，
そして 𝛿= 50 と設定し，双三次スプライン関数による標
高値の補間をおこなう．図 12 は，標高値の補間後の標高
関数を表している．アルゴリズム全体の結果として，図
13 には，標高 0m から 1900m までの等高線が 100m 間隔
ごとに描かれている．図 14 は，等高線がポリゴンで構成
されていることを確認するために図 13における範囲Aを
拡大したものであり，標高 0m から 100m を 10m 間隔で表
示している．このスケールによれば，点と線分で構成さ
れるポリゴンの辺が確認できる． 
表 3 には，標高 0m と 500m，1000m，1500m それぞれ
の格子セルの数を格子セルの辺上の等高点数別に表示す
る．例えば，表 3 において 2 行 2 列目の 4863 という数字
は，標高 500m の等高線と 4 辺が 2 点で交わる格子セルの
個数を示す． 
 
図 12. 双三次スプライン関数による標高関数 
 
図 13. 屋久島の等高線 
図 14. 範囲 A における屋久島の等高線 
 
 図 15 と図 16 に表 3 の結果の一部を円グラフで表す．
各図において，等高点の個数が 2 点であるセルの割合は 9
割以上であり，出口点は三次方程式のアルゴリズムを使
わずに自動的に決まる．図 17 は，縦軸にポリゴン作成に
かかる計算時間 t [秒]，横軸にポリゴンの頂点数 n を表し
たものである．回帰式は，t = 0.046 n – 0.228 となり，その
寄与率は，R2 = 0.996 となった．ただし，サンプルデータ
は，100m 間隔，0m から 1900m 範囲で，すべてのポリゴ
ンを採用している． 
実験環境は以下のとおりである． 
Machine: Aspire M3970, 
CPU: Inter(R) Core(TM) i7-3770 3.40GHz, 
OS: Microsoft Windows 7 Enterprise, 
Memory: 8.00GB, 
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0m 500m 1000m 1500m 
1 209 146 164 73 
2 3020 4863 3883 1453 
3 84 58 54 22 
4 52 87 63 19 
5 5 4 2 2 
6 0 1 1 1 
7 0 0 0 1 
合計 3370 5159 4167 1571 







図 15. 標高 0m の等高点数別セル数の割合 







図 16. 標高 500m の等高点数別セル数の割合 
 
